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1 Opérateur Parité

Cf. le complément Fy; du Cohen-Tannoudji (page 192).

2 Puits de potentiel en 0

2.1 Propriétés de la fonction d’onde au voisinage d’une discontinuité

1. Soit ¢ une fonction propre de H, associée a 1’énergie propre E. On a alors :

h? d?*p
Eop(r) = ozt V(z)p(x).

En isolant la dérivée seconde et en intégrant I’équation sur [—&, €], on obtient :

_n {d_go] _ _ / Pe() dr — / V(e)p(z) do

2m | dx e e
Quand on fait tendre € vers 0, les deux intégrales tendent vers 0 : la dérivée de ¢ reste

donc continue méme en présence d'une discontinuité (finie) de I’énergie potentielle.

2.2 Puits unique

La fonction § (&4 une dimension) ayant les dimensions de linverse d’une longueur, « a les
dimensions d’une énergie par une longueur, soit[M][L3] [T~2].

2. Si on reprend le raisonnement précédent avec V(x) = —ad(z), on obtient :
h2 d(p € € €
—5 [%] - /_a Ep(x) dx + /_8 ad(z)p(z) de

Quand on fait tendre € vers 0, la premiere intégrale tend vers 0 alors que la deuxieme
reste finie et on obtient une discontinuité :

¢'(07) —¢'(07) = — 2z @2 (0).

3. Pour z > 0, "équation de Schrédinger stationnaire s’écrit Eo(x) = —%dd—égo, et admet

pour F < 0 des solutions évidentes de la forme
o) = Agel™ + Aje ",

avec p = /2L (et de méme pour z < 0).




4. La continuité de ¢ en z = 0 impose alors
A+ A= Ay + A,
et la discontinuité de %(p au meme point s’écrit ici :

2mao

hZ

p(AL + Ay — A} — Ay) = — (A + A)).

5. Pour que ¢ soit de carré sommable, il faut nécessairement que A} = A, = 0.

Alors A} = A, = 2pA, = —2220‘/41 = p = po = 3z et donc

o oy ma?
2m 2m2

Le systeme n’a qu’un seul état lié, ce qui n’est pas étonnant. On a vu en cours que
tout puits de potentiel a une dimension avait au moins un état lié, mais que ce nombre
diminuait & mesure qu’on augmentait le confinement de la particule (ce qui augmente
son énergie cinétique).

La fonction d’onde normée de 1’état lié est donc :

o(x) = /poexp (—polz|) .

6. On calcule sans probleme la variance des fluctuations de position de la particule autour
du puits :

+oo +00 1
Az = / 2% |p(z)* dor = 2p0/ 2% exp(—2por)dr = 5,2
—00 0 Po
Pour prétendre décrire (trés imparfaitement) un atome d’hydrogéne avec ce modele, il
faut prendre :
h? e?

- maoﬁ B 471'60\/5.

7. La fonction d’onde en représentation impulsion se calcule simplement :

(0%

1 & —ipx
b = dr e n T
@(p) ﬂﬁ/w p(z)

+OO s 0 o
= 4 /;T—Oh (/0 exp ( g’x) exp (—pox) dx + /OO exp ( 7;:737) exp (+pox) dm>
2 \ po +ip/h ~ po—ip/h)  \ wpoh 1+ p*/pdh?’

La probabilité dP(p) s’écrit finalement : dP(p) = |@(p)|? dp.
Le calcul exact de Ap est faisable (avec une bonne table d’intégrales), et on trouve
Ap ~ po, la valeur exacte vérifiant évidemment AxzAp > h/2.




2.3

10.

11.

Double puits

. Forme générale des solutions

On procede comme d’habitude : on cherche des solutions par intervalle, solutions qu’on
raccordera ensuite.

Domaine T U(x)
Il z< —% Aer®
II _?l <z< é Bef* + Ce™P*
| z>%1 |Der
avec B = —%.

En fait, [H,II] = 0, donc on peut chercher les états propres avec une parité définie.

On a alors tout intérét a distinguer 2 cas :

Domaine U paire W impaire

I U(z) = Aef” U(xr) = Aef”

IT | ¥(x) = Bcosh(pz) | ¥(x) = Bsinh(px)
I11 U(x) = Ae r* U(zr) = —Ae "*

La prise en compte de la symétrie du potentiel nous permet ainsi d’éliminer immédiatement
2 des 4 coefficients!

Cas ou V¥ est paire On écrit les conditions de raccordement de la fonction d’onde en

r= —é (les mémes que dans I’exercice du puits simple). Avec cette forme déja symétrisée

de la fonction d’onde, les conditions en x = é sont bien sur redondantes.

Continuité de ¥ | Ae% = B cosh(%l)
Discontinuité de % —pB sinh(%l) — pAe—%l = —,uAe_%l

En combinant ces deux équations, on obtient immédiatement :
: ! ! !
—psll)lnh(%) — elcosh(%) = —pcosh(%)
— —pez = —b(e? +e72)
— —p=—4L(1+e")

e eipl:%_
I

On peut déterminer graphiquement les valeurs de p qui vérifient cette équation. On voit
en fait qu’il existe une et une seule valeur de p qui la vérifie : appelons la p, .

_ K 2 _ / : M

Pour p = 5, v 1 =0 = neécessairement py > 5.
2 2 . , . 2

E = —Z’J est une fonction décroissante de p; on a donc E, < —2=(£)2 =
m 2m \ 2

_ma
2h2 "

Cas ou V¥ est impaire Les calculs ressemblent bien sur énormément aux précédents.

ol

— —HAefz

pl

Continuité de ¥ | Ae=% = —B sinh(%l)
5

Discontinuité de 2% | pB cosh(%l) — pAe”




12.

13.

14.

Etat impair

intersection
pour p>u/2

inters:section
pour! p<u/2
|

v

FIGURE 1 — Détermination graphique des solutions du probleme a deux puits.

En combinant ces deux équations, on obtient immédiatement :

pcosh(&) + psinh(4) = psinh(4)

pl

s pe%lzg(e%l—e 2)
= p=L(1—-e")

— e fl=1-2%2
W

[\
~~

Il n’y a de solution (autre que p = 0) que si [ > £ : il faut que la pente de la droite soit
inférieure a celle de I’exponentielle.

La valeur unique p_ ainsi obtenue est telle que 1 — 2’77* >0

= p_ < b etdonc B_ < —5;35.

Force covalente Pour | > 2/, on va avoir p; = £(1 +¢) avec ¢ < 1. En reportant
dans I’équation qui régit py, on trouve & ~ exp (—ul/2) (avec exp (ule/2) — 1 : & tend
plus vite vers 0 que [ n’augmente).

On trouve donc £, = BN —% (1+2exp (—pul)).

2m
L’énergie £, dépend a la fois des degrés de libertés électronique et nucléaire (a travers
[). Dans le cadre de I'approzimation de Born-Oppenheimer (étudiée au second semestre
dans le module L6), on traite la dynamique des électrons en fixant la position des noyaux
et on considere I’énergie obtenue a [ fixée (F, ici) comme une énergie potentielle pour
le probleme du mouvement relatif des noyaux.

Cette énergie augmente avec [ : elle correspond donc a une force attractive entre les
noyaux. Pour un ion moléculaire Hy par exemple, la prise en compte de la répulsion
électrostatique entre les noyaux permet de trouver leur distance d’équilibre et la fréquence
de vibration (reliée a la courbure du potentiel au voisinage de la position d’équilibre) de
la molécule.
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