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Exercice 1

On rappelle que les γµ sont des matrices 4 × 4 qui vérifient {γµ, γν} = 2ηµνI4. On pose
Sµν = i[γµ, γν ]/4.

1. Calculer explicitement [γµ, γν ], [[γµ, γν ], γρ] en fonction de produits de matrices γ.

2. Montrer que les générateurs de l’algèbre de Lorentz so(1, 3,C) dans la représentation de
définition (c’est-à-dire la représentation vectorielle), que l’on note J µν , valent

(J µν)ρσ = −i(ηνρδµσ − ηµρδνσ) . (1)

3. Montrer que
[Sµν , γρ] = −(J µν)ρσγ

σ (2)

4. Montrer que Sµν détermine une représentation de l’algèbre de Lorentz. Quelle est sa
dimension ?

Exercice 2 : Spin et équation de Dirac

L’équation de Dirac est
iγµ∂µψ −mψ = 0 (3)

pour des fonctions ψ ∈ C4 ⊗ L2(R4).

1. Si l’on voulait l’interpréter comme une équation de Schrödinger décrivant l’évolution
temporelle d’une fonction d’onde, quel devrait être le hamiltonien ĤD ?

2. Donner le spectre de ce Hamiltonien.

3. Calculer
[
ĤD, ~̂L

]
.

On choisit maintenant une représentation explicite des matrices de Dirac (σx, σy et σz
sont les matrices de Pauli) :

γ0 =

(
I2 0
0 −I2

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
. (4)

On définit aussi

Ŝi =
1

2

(
σi 0
0 σi

)
. (5)

4. Calculer
[
ĤD, ~̂S

]
. Qu’est-ce que cela suggère quant au spin des particules décrites par

l’équation de Dirac ?
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